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2.4 Entscheidungstheorie unter einem allgemeineren
Wahrscheinlichkeitsbegrift

2.4.1 Vorbemerkung: Unsicherheitstheorien

Klir and Wierman (Uncertainty-based Information, Physika, 1998, S.1)

For three hundred years |...| uncertainty was conceived solely in terms of
probability theory. This seemingly unique connection between uncertainty
and probability is now challenged|... by several other| theories, which are
demonstrably capable of characterizing situations under uncertainty. |...

...] it became clear that there are several distinct types of uncertainty. That
is, it was realized that uncertainty is a multidimensional concept. |.... That]
multidimensional nature of uncertainty was obscured when uncertainty was
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conceived solely in terms of probability theory, in which it is manifested
by only one of its dimensions”.



, Echtes Entscheidungsproblem unter Unsicherheit*

PARTIELLES WISSEN iiber Eintretensneigung von Umweltzustinden

Frage: kann man solche

Situationen durch
Wahrscheinlichkeiten
modellieren?

nein

- Unsicherheit im engeren Sinn

‘ ‘ wird gleichgesetzt

2 .
8, 3
U+

=
=7 | strategisches Spiel gegen die
.2 | Natur
-%’U
= \H/ klar
% o0
A o

Maximin

|
|

wenn - man

allgemeineren
Begriff von Wahrscheinlichkeit
verwendet

ja
(virtuelle) Risikosituation mit
subjektiven Wahrscheinlichkeiten ]
H wird gleichgesetzt

Risikosituation mit objektiven
Wahrscheinlichkeiten

\H/ klar

Erwartungsnutzen

sokegq
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2.4.2 Das Ellsberg-,,Paradox* - Vom  Ungeniigen
klassischer Wahrscheinlichkeit

Zur Person: Daniel Ellsberg (geb. 1931 —)

THE-WAR EXPOSES:

Battle Over the Right to Know

Foto: Time Magazine (July 1971)
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Bsp. 2.76 (Das Ellsberg-Experiment)

a) Das Gedankenexperiment: Gedankenexperiment in Harvard
unter  Statistikern und Okonomen, also Forschern die mit
Wahrscheinlichkeitsrechnung vertraut sind, iiber ihre Préferenzen in
folgendem Experiment:

e Gegeben sel eine Urne mit
roten

gelben Kugeln
schwarzen

1

e Anteil der roten Kugeln ist genau 3



225

e Der Anteil der gelben und schwarzen Kugeln ist hingegen unbekannt

e Fine Kugel wird zuféllig gezogen

e Situation I:

x Man darf wahlen zwischen

ap:  1009$, falls ,rot* gezogen wird
und
ar:  1009$, falls , schwarz“ gezogen wird

x was wiirden Sie bevorzugen?
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x typische Antwort
a; »~ a»

e Situation II:

x Nun wird gelb zum Joker und man kann wahlen zwischen

as:  1009%; falls ,rot“ oder ,,gelb“ gezogen wird
und
as:  100%; falls | schwarz® oder ,,gelb“ gezogen wird

x typische Antwort
as < ay
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b) Die Priori im Hintergrund

Laut dem  Bayesianischen Paradigma gibt es zu jeder
Unsicherheitssituation eine (klassische) Wahrscheinlichkeitsbewertung
m(-), die die subjektive Einschédtzung der Unsicherheit und die
daraus abgeleiteten Préferenzen beschreibt. Geht man davon aus,
dass jeder Entscheidungstriager seinen subjektiven Erwartungsnutzen
maximiert, so kann man m(-) durch das beobachtetes Verhalten niher
charakterisieren:

Aus Daniel Ellsbergs ”Risk, Ambiguity, and the Savage
Axioms”, p. 655f:

...] Responses do vary. There are those who do not violate the axioms,
or say they won ‘t, even in these situations (e.g., G. Debreu, R. Schlaiffer,
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P. Samuelson); such subjects tend to apply the axioms rather than their
intuition, and when in doubt, to apply some form of the Principle of
Insufficient Reason. Some violate the axioms cheertully, even with gusto
(J. Marschak, N. Dalkey); others sadly but persistently, having looked into
their hearts, found conflicts with the axioms and decided, in Samuelson s
phrase, to satisty their preferences and let the axioms satisfy themselves.
Still others (H. Raiffa) tend, intuitively, to violate the axioms but feel guilty
about it and go back into further analysis.

The important finding is that, after rethinking all their . offending*
decisions in the light of the axioms, a number of people who are not
only sophisticated but reasonable decide that they wish to persist in
their choices. This includes people who previously felt a . first-order
commitment” to the axioms, many of them surprised and some dismayed
to find that they wished, in these situations, to violate the Sure-thing
Principle. Since this group included L. J. Savage, when last tested by me
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(I have been reluctant to try him again), it seems to deserve respectful
consideration.|...]

Bem. 2.77 (Konsequenzen aus dem Ellsberg-Experiment I)

i) Das Ellsberg-Experiment wendet sich eigentlich urspriinglich gegen das
sog. sure-thing-principle, wie es von Savage (1954) zur Fundierung seines
Ansatzes verwendet wurde. Dieses Konzept wird in der Vorlesung nicht
detailliert betrachtet, entspricht aber letztendlich dem hier verwendeten

Bayes-Ansatz.

ii) Bei der zugrundegelegenen  Mehrheitsentscheidung in  dem
Gedankenexperiment muss fiir die zugrunde gelegte Priori-Verteilung
also gelten:

T(ry) >wsp)l A Im{ry) < m(is)))]
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—> LEs kann keine Fklassische Wahrscheinlichkeitsverteilung tiber
(©,P(0)) geben, die die am haufigsten beobachteten Préferenzen
widerspiegelt.

iii) Man beachte, dass es sich hier um ein Gedanken-Experiment
handelt. Es geht also nicht darum, dass sich Entscheidungstrager in
konkreten Situationen — etwa unter dem Einfluss von Werbung oder
Suggestiviormulierungen — irrational verhalten, sondern darum, dass das
oben beschriebene Verhalten von erfahrenen Okonomen und Statistikern
als rational empfunden wird. Viele betonen, dass sie bei der Préferenz
bleiben, auch wenn sie die Axiome der Wahrscheinlichkeitsrechung
verletzt.

Es gibt also Praferenzen in Entscheidungssituationen unter
Unsicherheit, die als rational empfunden werden, die aber nicht
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direkt mittels klassischer Wahrscheinlichkeit beschreibbar sind.

iii) Ein dhnlicher Widerspruch ergibt sich fiir die am zweithdufigsten
cgewdhlte Praferenz a; < ar und as > ay.

iv) Die Einfachheit des Beispiels stiitzt das Argument.



232

Bem. 2.78 (Konsequenzen aus dem E.-Experiment II:)
Nichtadditivitat; Ambiguitét

e Das zentrale Problem lauft technisch darauf hinaus, dass

m(19,51) # 7({g}) + m({s}), (2:21)

was natirlich das Additionsaxiom fiir Wahrscheinlichkeiten verletzt.

e Antwort A: verwerfe solche Wahrscheinlichkeitsbewertungen als
irrational

e Antwort B: Diese Praferenzen sind aber nicht irrational:
,Nichtadditivitat von Sicherheiten.*
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e These: | Es gibt Praferenzen, die — auch nach Reflexion — als rational
empfunden werden, aber nicht mittels klassischer Wahrscheinlichkeit
beschreibbar sind. Soll die Entscheidungstheorie ihrem Anspruch als
Theorie des rationalen Entscheidens unter Unsicherheit gerecht
werden, so muss sie solche Situationen modellieren kénnen.*

e Das Problem rihrt daher, dass sozusagen die
Wahrscheinlichkeitsbewertungen ,,unterschiedlich sicher® sind.
Bei {g,s} ist die gesamte Unsicherheit auf Zufdlligkeit reduziert
(Anteil £ bekannt), wéihrend bei {g} zusitzlich der Anteil unbekannt
15t
Dieser nichtstochastische Aspekt (Unbestimmtheit, Ambiguity) der
Unsicherheit stellt ein konstitutives Element der Entscheidungssituation
dar und muss geeignet modelliert werden.
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e So gilt die Ausgangssituation auch als typisch bei der Konstruktion
subjektiver Wahrscheinlichkeiten aus Expertenstatements der Form
.ziemlich sicher, dass Krankheit r oder ¢, aber . Evidenz nicht
aufteilbar zwischen {r} und {g}".
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Bem. 2.79 Exkurs: Neuronale Unterscheidung von Risiko
und Ambiguitit®

SQuelle: Hsu, M., Bhatt, M., Adolphs, R., Tranel, D., Camerer C.: Neural systems responding to degrees of uncertainty
in human decision-making, Science 310, 1680-1683, 2005.
Alle in diesem Einschub verwendeten Graphiken entstammen diesem Artikel.




Funktion | Geschwindigkeit
Amyedala Uberwachung schnell
OFC
Belohnungs- nachge-
erwartungs- langsam
Striatum || system ordnet

OFC: Orbitofrontaler Kortex
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Experimentelle Behandlungen

e Kartenstapel

x Risikobedingung
Entscheidung zwischen purem Risiko (Zusammensetzung des
Kartenstapels bekannt) und sicherem Geldbetrag

x Ambiguitatsbedingung
Entscheidung zwischen purer Ambiguitdt (Zusammensetzung des
Kartenstapels unbekannt) und sicherem Geldbetrag
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e Wissen
Entscheidungen zwischen sicherem Geldbetrag und Wette auf Bejahung
oder Verneinung von Aussagen bzw. Ereignissen, deren Inhalt entweder
eine Risiko- oder Ambiguitatsbedingung darstellt.
Bsp.: Wetter in New York — Wetter in Tirana

Aktivitat von Hirnregionen unter Risiko und Ambiguitét

e Wihrend der ambigen Bedingung — im Vergleich zur riskanten
Bedingung — waren besonders aktiv OFC' (Orbitofrontaler Kortex)
und Amygdala
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e Wihrend der riskanten Bedingung — im Vergleich zur ambigen
Bedingung — war besonders aktiv: Striatum

"Quelle: Hsu, M., Bhatt, M., Adolphs, R., Tranel, D., Camerer C.: Neural systems responding to degrees of uncertainty
in human decision-making, Science 310, 1680-1683, 2005.

8Quelle: Hsu, M., Bhatt, M., Adolphs, R., Tranel, D., Camerer C.: Neural systems responding to degrees of uncertainty
in human decision-making, Science 310, 1680-1683, 2005.



Funktion | Geschwindigkeit | besonders aktiv bei
Amygdala Uberwachung schnell
| Ambiguitit
OFC
Belohnungs- 1nachge—
erwartungs- angsamn ..
Striatum | ngstemg ordnet Risiko
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Bsp. 2.80 (Erste Modellierung des Ellsberg-Experiments)

Erste Schritte zur mathematischen Modellierung:
Die Situation ist beschreibbar:

e cinerseits durch Mengen klassischer Wahrscheinlichkeitsmafie im Sinne
Kolmogorovs. Die Priori-Information besteht aus der Menge aller

klassischen” WahrscheinlichkeitsmaBe 7 (-) auf ({r, g, s}, P({r, g, s})),
mit w({r}) = % und w({g, s}) = %

97ur Unterscheidung von intervallwertigen Wahrscheinlichkeiten werden Wahrscheinlichkeitsbewertungen im iiblichen
Sinn als klassische Wsk. bezeichnet. Fiir klassische Wskn werden kleine Buchstaben verwendet, fiir intervallwertige groge
Buchstaben.
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e andererseits durch Intervalle, intervallwertige Wahrscheinlichkeiten:

[M{{r}) =
M({g}) =
[M({s}) =

Die Idee ist verallgemeinerbar!

AL g1) = |31

, 11 ({Tv S}> —
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2.4.3 Grundbegriffe verallgemeinerter Wahrscheinlichkeiten

Ziel: Verallgemeinerte Wahrscheinlichkeitsrechnung:

e konsequente  Verallgemeinerung der  klassischen  traditionellen
Wahrscheinlichkeitsrechnung, d.h. des auf die Axiomatik von
Kolmogorov autbauenden Kalkiils, die als Spezialfall mitenthalten
sein soll und als Richtschnur dient. Jede Mengenfunktion p(-), die
Axiome von Kolmogorov erfiillt, wird im folgenden zur Unterscheidung
als klassische Wahrscheinlichkeit bezeichnet.

e angemessene Beriicksichtigung das Ausmafles an Ambiguitét

o Zuverlissigkeit statt (Uber)prizision.



244

Manski’'s Law of Decreasing Credibility: The credibility of inferences
decreases with the strength of the assumptions maintained.* (Manski, 2003,

p- 1)

Bem. 2.81 Grundlegende Ansatze, Credalmenge,
Intervallwahrscheinlichkeit und Struktur

Ahnlich wie bei der Modellierung des Ellsberg-Experiments gibt es
auch allgemein zwei (verwandte (s.u.)) Anséitze zu Verallgemeinerten
Wahrscheinlichkeiten iiber einem Messraum (§2,.4):
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a) Credalmengen

e Mengen M Kklassischer Wahrscheinlichkeiten als Grundentitéat: Die
Menge in ihrer Gesamtheit beschreibt die Wahrscheinlichkeit; kein
Element ist wahrscheinlicher als ein anderes. (Legen einer Verteilung
iber diese Menge wiirde nach Mischungsprozess auf eine klassische
Wahrscheinlichkeit fiithren, also das Grundproblem nicht 16sen. )

o M heifit dann Credal-Menge (Isaac Levi: Credal Set)

o  Grofe” der Menge reflektiert Ausmafl der Ambiguitit:
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x perfekte  probabilistische Information, ideale Stochastizitét,
Risikosituation
— Menge, die aus einem Punkt besteht; klassische Wahrscheinlichkeit
als Spezialtall

x Unsicherheit i.e.S., volle Ambiguitét
— Menge aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf dem gegebenem
Messraum

e Sehr allgemeine Modellbildung moglich: Man trifft eine Aussage nur
tiber die Wahrscheinlichkeitskomponenten derjenigen Ereignisse, iiber
die man etwas weif3; die restlichen Werte ergeben sich implizit.

(Vgl. auch das sog. Fundamentaltheorem von de Finetti.)
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b) Intervallwahrscheinlichkeit

e Bei einem Mefiraum (2, .4) betrachtet man statt der Abbildung

p: A— R
A = p(A)
die Abbildung
P: A — Zy(0;1])
A= P(A) = [Z\/(A),\U/(A)],
ower upper

wobei Z([0:1]) die Menge aller abgeschlossenen Intervalle in [0;1] ist.!"

10Es sei nochmals an die Konvention erinnert: klassische Wahrscheinlichkeit wird mit Kleinbuchstaben symbolisiert,
Intervallwahrscheinlichkeit mit Grofbuchstaben
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c) Formal sind beide Ansétze eng verwandt, denn es gilt:

e Aus jeder nichtleeren Menge M von klassischen Wahrscheinlichkeiten
kann man eine Intervallbewertung erzeugen, indem man festsetzt:

L(A) = pienf/l p(A)  U(A) = ps;a p(A), VAe A (2.22)

e Umgekehrt kann man zu jeder intervallwertigen DBewertung
P(:) = [L(-),U(-)] die Menge aller damit kompatiblen klassischen
Wahrscheinlichkeiten betrachten:

M = {p(-) | p(-) ist klassische Wahrscheinlichkeit A (2.23)
L(A) < p(A) < U(A),VA € A}
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xund dann heift M Struktur (oder Core (Kern)) der
[ntervallbewertung P(-).

% Ist M £ (), so heiit P(-) R-Wahrscheinlichkeit

* Gilt zudem fiir alle A € A:

L(A) = inf p(A) und  U(A) = sup p(A4), (2.24)
peM peEM
SO spricht man von F-Wahrscheinlichkeit oder

[ntervallwahrscheinlichkeit (im eigentlichen Sinn).
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Bem. 2.82 Einige weitere Bemerkungen Zur

Intervallwahrscheinlichkeit
e () und U(-) werden héaufig als Kapazitit (oder fuzzy-Mafs)

bezeichnet.

e Innerhalb des Intervalls herrscht vollige Unsicherheit; kein Wert ist
,wahrscheinlicher*.

e perfekte probabilistische Information, ideale Stochastizitét: L(-) =
U(-), das Intervall besteht aus einem Punkt — klassische
Wahrscheinlichkeit als Spezielfall.
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e Unsicherheit 1i.e.S., volle Ambiguitat fiihrt auf das Intervall
0;1]. Dies ist das korrekte Modell fiir absolutes Nichtwissen
beziiglich ~ Wahrscheinlichkeiten; man  weil nur, dass die
Wahrscheinlichkeitskomponente jedes Ereignissen zwischen 0 und 1
liegt.

o Es oibt auch Zwel operationale Definitionen von
Intervallwahrscheinlichkeiten, die — &ahnlich wie in der klassischen
Theorie — umgekehrt auch als Interpretationen einer axiomatischen
Vorgehensweise gesehen werden konnen.

x subjektivisch: untere und obere Wettquotienten (behavioristisch,
Walley, wohl am stérksten verbreitet), Verallgemeinerung des

de Finetti Ansatzes. Wetten mit unterschiedlichem Kauf- und
Verkautspreis.
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e interpretationsunabhéngig (Weichselberger (2000, 2001)): direkte
Verallgemeinerung der Kolmogorovschen Axiomatik.

e frequentistisch: Einhiillenden der Haufigkeitspunkte nicht notwendig
konvergierender Folgen relativer Haufigkeiten; verallgemeinerte von
Mises-Kollektive.

e Unabhangig davon, ob man eine frequentistische oder subjektivistische
Interpretation bevorzugt, gibt es zwei verschiedene Auffassungen wie
man die Struktur und die Intervalle (bzw. auch eine Credalmenge)
versteht.
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x Die sog. epistemische Sicht beruht aut der Vorstellung, es gebe
eine wahre klassische Wahrscheinlichkeit, die man aber nur (noch?)
nicht kennt. Die Credalmenge bzw. die Intervalle zeichnen dann
einfach Bereiche aus, in denen die klassische Wahrscheinlichkeit liegt.
(Situation im Ellsberg-Experiment; es gibt einen wahren Anteil der
gelben Kugeln. Das ist auch die Sicht des Fundamentaltheorems).

x Demgegeniiber versteht der ontologische Ansatz Wahrscheinlichkeit
grundsétzlich als intervallwertige/mengenwertige Entitét.

Fir die Modellierung spielt die Unterscheidung erst bei komplexeren
Modellen (z.B. unabhéangige Koppelung) eine wichtige Rolle, weswegen
hier nicht genauer darauf eingegangen wird.



254

e Die Idee mit intervallwertigen Wahrscheinlichkeiten zu arbeiten, ist
natiirlich naheliegend und beileibe nicht neu (spétestens seit Boole vor
ca. 150 Jahren)

Relativ neu ist aber die Existenz eines leistungstahigen Kalkiils
basierend auf einer . sauberen“Axiomatik.

e Bemerkung: Die Begriffe R- und F-Wahrscheinlichkeiten stammen
von Weichselberger (2000, 2001), der zeigt, dass man damit bereits
eine interpretationsunabhéangige tragtihige Axiomatik bilden kann.

(Zusatzforderungen an L(-) und U(-), die die Flexibilitét einschrinken
wiirden, sind nicht notwendig.)
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e Bei R-Wahrscheinlichkeit ist per definitionem die Menge M aus
(2.24) nicht leer. Die Intervallbewertung P(-) = [L(:),U(-)] ist im
~wahrscheinlichkeitsbezogenen Sinn®“ nicht widerspriichlich; es gibt
klassische Wahrscheinlichkeiten, die mit den Intervallgrenzen L(-) und
U(-) vertriglich sind. Dies ist eine Minimalforderung an Bewertungen
im Wahrscheinlichkeitskontext, allerdings kénnen L(-) und/oder U(-)
Lzu weit” sein, d.h. es kann Ereignisse A € A geben mit.

L(A) < p(A) Vp e M
und /oder
U(A) >p(A)  Vpe M.

« Allgemeine Uberpriifung, ob R-Wsk und F-Wahrscheinlichkeit
vorliegt: lineare Optimierung (Weichselberger 2010, Kap. 4.1)
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x oubjektivistisch interpretiert bedeutet R-Wahrscheinlichkeit:
Es konnen keine Wettsysteme aufgestellt werden, die zu sicherem
Verlust fithren (Walley (1991): avoiding sure loss), eventuell ist aber,
wegen ., zu weiter Grenzen®, die Indifferenz zu stark ausgepragt, und
es werden dann vorteilhatte Wetten nicht akzeptiert.
Es gibt also mehrere R-Wahrscheinlichkeiten mit derselben Struktur.

e Bei F-Wahrscheinlichkeit passen hingegen Intervallgrenzen und
Struktur in eineindeutiger Weise zusammen. Keine der Intervallgrenzen
ist zu weit. Die in der Struktur enthaltenen probabilistischen
Information wird in den Intervallgrenzen voll widergespiegelt. Das

Weltverhalten ist , kohdrent” (Walley (1991), coherent).
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x Ermittelt man aus den Grenzen die Struktur, verwendet diese als
Credalmenge und produziert iiber (2.22) eine Intervallbewertung

P(-), so ist P(-) = P(:); man erhilt also in diesem Fall die
Ausgangswahrscheinlichkeiten.

x Eine  sehr  schwache  notwendige  Bedingung  fiir  F-
Wahrscheinlichkeiten ist

L(A)=1-U(AY), VAe A
Bei |£2| > 2 ist dies aber keineswegs hinrechend.

+ Die Uberpriifung, ob eine F-Wahrscheinlichkeit vorliegt, kann wieder
mittels linearer Optimierung erfolgen (Weichselberger (2001, Kap.
4.2))
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Bem. 2.83 Zentrale Grundlage zur numerischen Behandlung,
Strukturen als konvexe Polyeder

[st © endlich mit |©| = m, so ist die Struktur jeder F-Wahrscheinlichkeit
[1(-) iber (©,P(O)) ein konvexes Polyeder im R™ (, wobei wieder
klassische Wahrscheinlichkeit mit Punkten des R™ identifiziert werden.).
Im Allgemeinen ist jede Credal-Menge, die durch endlich viele lineare
Bedingungen an ihre Elemente, also an die klassische Wahrscheinlichkeiten
7(+) beschrieben wird, ein konvexes Polyeder. Jede dieser Bedingungen hat
somit die Form

a < Z a;m({9;}) <@

fiir jeweils geeignete a, o, aq, ..., ap,.
[nsbesondere ist dann jeweils die Extremalpunktmenge £(M) nicht leer
und endlich.
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2.4.4 Typische Modellklassen und Anwendungen

e Ordinale Wahrscheinlichkeiten, z.B. ({0 }) < 7({J)}) < 7({Vs)}).
beschreibt eine Credal-Menge.

e Fine andere Interpretation/Anwendung von Credal-Mengen ist die
Modellierung von Gruppenentscheidungen: verschiedene Kklassische
Priori-Verteilungen.

e Umgebungsmodelle: Robuste Statistik (s.u.)

e Robuste Bayes Analyse: Mengen von Prioris
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e Vorsichtige Analyse bei unvollstandigen Daten (Manski (2003): Partial

[dentification). Betrachte die Menge aller mit den Daten kompatibler
Modelle!

e Alternative Inferenzmethoden, insbesondere logischer

Wahrscheinlichkeitsbegriff (Levi, Kyburg, Weichselberger /Wallner)

e Modellierung Unsicheren Wissens in Expertensystemen (Medizin, auch

Wirtschaftswissenschaften); kiinstliche Intelligenz: Dempster-Shafer-
Theorie

e Finanz- und Finanzierungsmathematik (auch enger Zusammenhang zur
sog. Kohérenz von Risikomafien)
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e [n manchen Anwendungen wird auch vorgeschlagen, bei der
Modellbildung statt mit Plug-in-Punktschatzern mit Plug-in-
Intervallschatzern zu arbeiten, um die Tatsache zu nutzen, dass
eine Intervallschatzung fiir eine Wahrscheinlichkeit wesentlich mehr
Information enthalt als ein entsprechender Punktschétzer.

e Fntscheidungstheorie (hier ndher betrachtet)
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Bem. 2.84 (Zum Hintergrund Robustheit)

Grundlegend fiir die Entwicklung der robusten Statistik war die
Erkenntnis, dass bei parametischen Modellen optimale statistische
Verfahren sich potentiell desastros bei minimalen Abweichungen von
der Verteilungsannahme verhalten. Betrachtet man beispielsweise die
Schatzung des Lageparameters aus einer i.i.d. Stichprobe X, ..., X, so
gilt fiir das arithmetische Mittel X:

) X; ~ N(u,0%),i=1,...n, — X ~ N(u,—)

i) X; ~ Cauchy(a,b),i=1,...,n — X ~ Cauchy(a,b).
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Interpretation:

Man versucht deshalb, sich gegen solche Effekte zu , versichern®,
indem man Verfahren entwickelt, die im .idealen Modell® nicht ganz
so leistungsfiahig sind (, Versicherungspramie®), dafiir aber bei kleiner
Abweichung vom idealen Modell nicht zusammenbrechen.
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Bem. 2.85 (Typische Modellklassen der robusten Statistik)

Man ersetzt ein ,,ideales statistisches Modell“ (2, A, (py)geco) mit prizisen
Wahrscheinlichkeiten py durch entsprechende Credalmengen My, die aus
allen Verteilungen bestehen, die in einem gewissen Sinn nahe an py(+) sind.
Die Credalmenge wird zum Beispiel iiber Wahrscheinlichkeitsmetriken
(siche z.B. Riiger (2002, S. 411f)) beschrieben oder durch Schranken an die
Dichten oder die Verteilungsfunktionen. Ein besonders géangiges Modell
ist auch das e- Kontaminations-Modell, bei dem man fiir , kleines” ¢ > 0
betrachtet:

My.={al(-) e P(£2,A)

q(-) = (1 = )py(-) +€-r(-),
re P2, A} (2.25)
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mit P((2, A) wieder als der Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle {iber
(£2, A).
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2.4.5 Erste Anwendungen in der Entscheidungstheorie

a) Verallgemeinerte Erwartungswerte

Intervallwertige Wahrscheinlichkeiten = Intervallwertige Erwartungswerte
Zwei Definitionen in der Literatur iiblich.
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Def. 2.86 (Verallgemeinerte Erwartungswerte)

Betrachtet werden eine Zufallsvariable X auf einem Mefiraum (€2, A) und

eine F-Wahrscheinlichkeit P(-) = [L(-); U(+)] mit Struktur M.

a) X heifit M-integrierbar, wenn X fiir jedes p € M p-integrierbar ist.

b) Dann heifit fiir M-integrierbares X

FEuX = [E X;EyX] = [inf E,X;sup E,X] (2.3)
peEM peEM

Intervallwertiger Erwartungswert i.e.S.
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b) Ist X zudem nicht negativ, so heiflen die Ausdriicke

/ X dL = / LH{X > z}) dx (2.4)
/ X dU = / U{X > z}) dx (2.5)

Choquet-Integrale zu L(-) und U(-).
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Bem. 2.87 (Zu Def. 2.86)

i) Die Definitionen in Teil a) und b) lassen sich unmittelbar auf Credal-
Mengen ausdehnen.

ii) Das Choquet-Intergral ist v.a. in den Wirtschaftswissenschaften populér
(,, Choquet Expected Utility*).

i) Ist §2 endlich und M die Struktur einer F-Wahrscheinlichkeit oder
allgemein ein konvexes Poyeder (vgl. Bemerkung 2.83), so kénnen [E , X
und KX einfach durch lineare Optimierung bestimmt werden:

Z X(w)p({w}) — max
o p()
unter den durch M beschriebenen Nebenbedingungen.
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iv) Allgemein gilt

/XdLgEngﬁngf)(dU (2.6)

v) Unter gewissen Regularitidtsbedingenen, die zum Beispiel bei endlichem
() erfiillt sind, gilt:

/ XdL =E X fiir alle M-integrierbaren X

genau dann, wenn L(+) zwei-monotont! ist, d.h. wenn fiir alle A, B € A
L(AUB)+ L(ANB) > L(A) + L(B) (2.7)
oilt.

"Der Begriff der Zweimonotonie ist rein technischer Natur; lésst sich inhaltlich nicht dirket interpretieren.
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Bem. 2.88 (Exkurs: Woher kommen die Formeln (2.4) und (2.5)7)

Es gilt allgemein fiir nichtnegatives X

EpX = /Ooop({X > r}) dx, (2.8)

sofern die rechte Seite endlich ist.



2172
In dieser Beziehung p(-) durch L(-) und U(-) ersetzen.
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Beweis von (2.8) durch partielle Integration:

/Ooop({X > 2} dt = /OOO@ — F(a))- L dx=

/
U v

- |azfeg| - | - () dx
Damit gilt, falls
im (1 —F(x)) -z = limz—x-F(z)=0 (2.9)
T— 00 T—r 00

in der Tat

/Ooop({X>:1:}) dt = O+/Oooa:-f(:c) dx = EX.
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(2.9) stellt nur sicher, dass die rechte Seite von (2.8) endlich ist.
Angenommen, es gibt ein xy so, dass x — x - F(x) > ¢ > 0 fiir alle
x > xo, dann ware

/000(1 _ F(z)) dx =
_ /Oxog _ P(a) dx+ /x:ou _ P(a) dx =
> /Oxou _ F(z) dx+/:cd><: o

Diskreter Spezialtall: kann X nur natiirliche Zahlen annehmen, so ist

EX =) P({X >n})

neN
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2.4.6 Verallgemeinerter Erwartungsnutzen und
Optimalitiatskriterien

Einen guten Uberblick bietet: Troffacs (2007, International Journal
Approximate Reasoning).

Def. 2.89 (Verallgemeinerter Erwartungsnutzen)

Gegeben sei ein datenfreies Entscheidungsproblem (A, ©,u(-)), und eine

Verallgemeinerte Priori- Bewertung, also eine Intervallwahrscheinlichkeit

[1(-) mit Struktur M # () oder eine konvexe Credal-Menge M # () auf
(©,0(0)). Dann heift

Epu(a) = | inf Eyu(a); sup E u(a)]
TeM TEM

der Verallgemeinerte  FErwartungsnutzen der Aktion a zur
Verallgemeinerten Priori-Bewertung I1(-) bzw. M.
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Bem. 2.90 (Intervallordnungen)

Da Intervalle in der Regel unvollstandige Ordnungen produzieren, bedarf
die Forderung ,maximiere den verallgemeinerten Erwartungsnutzen
Epu(a) unter allen a € A* noch der genaueren Prizisierung, die sich in
verschiedenen Optimalitatsbegriffen niederschléagt:

e Entweder: Aussagen analog zur Zulassigkeit: E-Zuldssigkeit,
Intervallordnungen im eigentlichen Sinn, die i.A. keine vollstandige
Ordnungen produzieren.
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e oder alternativ: Intervalle durch eine reelle Zahl beschreiben
(Mittelpunkt, untere Intervallgranze, etc. ...): Reprdisentationen
z.B. durch minimalen Erwartungsnutzen oder gewichtete Summe des
maximalen und minimalen Erwartungsnutzens.
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Bem. 2.11 (Optimale Aktionen)

al) Betrachtet werde die Situation von Def. 2.89. Dann heif3t

P, M) A — R
a — Eyu(a)
Mazx E Min-Kriterium und jede Aktion a* € A mit
dla*, M) > d(a, M), Va € A,
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also mit
Eyu(a®) > Eyu(a), Vae A

Max E Min Aktion zur Verallgemeinerten Priori-Bewertung 11(+)
bzw. M.

a2) Fir 0 <n <1 heifit
¢, (M):A — R
A — - Epqu(a) + (1 — n)Enqu(a)

lineare Reprdsentation mit der Vorsicht n und jede Aktion a*7 mit

d,(a, M) > Dp(a, M), Va € A,
also mit B

- Epula™) + (1 —n)Epu(a™) >

n-Eyu(a) + (1 —n)Eyula),Va € A,

optimale Aktion zur Verallgemeinerten Priori-Bewertung I1(-) bzw.

M bei der Vorsicht n.
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b) Eine Aktion a, € A heifit E-zuldssig (E-admissible) beziiglich der
Verallgemeinerten Priori-Bewertung I1(+) bzw. M, falls es ein 7(-) € M
gibt, so dass a, Bayes-Aktion zu 7(-) ist.
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Bem. 2.12

e Der Begriff Max E Min (Maximiere den minimalen Erwartungswerts)
oeht auf die sogenannte Theorie der linearen partiellen Information
von Kofler und Menges zuriick, die in den Wirtschaftswissenschaften in
den 80iger Jahren schon einmal popular war.

Andere gingige Bezeichnungsweisen fiir dieses Kriterium sind
insbesondere I'-Maximinkriterium und in Situationen, in denen in
(2.6) Gleichheit gilt, Choquet- Erwartungsnutzen-Optimalitdt.

e Dem Max E Min-Kriterium liegt eine skeptische Perspektive zugrunde,
man fiihrt sozusagen einen . lokalen Maximin-Ansatz” durch, indem
man sich aut das ungiinstigste Element von M konzentriert.
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e Analog entspricht die lineare Repréasentation mit der Vorsicht n einem
,lokalen Hurwicz-Kriterium®. Die Vorsicht n modelliert die Einstellung;
zur Ambiguitat; n > l bedeutet Ambiguitatsaversion, n < =
Ambiguitatstreudigkeit. Der Fall n = 1 fithrt auf das Max E Mm—

Prinzip. (Man vergleiche hierzu auch Satz 2.14.)



2.4.7 Zuriick zum Ellsberg-Experiment

Bsp. 2.13 (Modellierung des Ellsberg-Experiments)

vgl. vorne: nochmals wieder in Situation 1 fiir jedes 7

Eru(a) Zu ar, V;)m({9;}) = n({r})

Eu(a) Zu az, V;)m({9;}) = m({s})

also mit

M = {r(-) Wsk auf P ({r,s,g})

284
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() = 5mlls.gh =5

. . 1
EMU<G1> — Wlenjf/l EWU(CH) — ﬂléfl_/f/l 71‘({7“}) — g

und
Eyu(as) = Wlél/{"/l E,u(as) = 712/& 7({s}) =0
SOW1e 1
Eru(ar) = sup Eru(ay) = sup w({r}) = =
TeM TeM 3

und

_ 2
Emu(as) = sup Eru(as) = sup 7({s}) = 5.
TeM reM 3
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Folglich ist mit

®,(a;, M) = n-Eyu(a;) + (1 —n)Epu(a;)
¢)(a, M) = n- s+ (1—mn)-
G,(ag, M) = -0+ (1—n):

und damit



287

in Situation 2

E. u(as) ZU ag, V;)w({0;}) = m({r}) + 7({g})

Eou(as) Zua4 w({0,}) = n({g}) + 7({s})

also
Epulas) = inf Bru(as) = inf (n({r}) + n({g}) = 5

e M
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und*?
2
]E — . f Eﬂ. — I —
Eyqulas) = inf Beu(as) = inf (n({g}) + 7({s}) = ;
SOW1e
Epu(as) = sup Eru(as) = sup (m({r}) + 7({g})) =1
TeM TeM
und )
Eru(ay) = sup Eru(ay) = sup (r({g}) + 7({s})) = 3
TeM TeM
Damit ist hier mit dem Kriterium &, (-, M) von oben
1 2
@(&3,/\4) — 77°§+(1—77>'1:1_§77

2Hier ist Vorsicht geboten: Man muss die internen Restriktionen beriicksichtigen; es muss ,, dasselbe 7(+) sein, beziiglich
dem das Infimum gebildet wird:*

inf (r({g}) +7({s}) # inf 7({g}) + inf 7({s}).

Dies ist der wesentliche Unterschied zwischen Intervallwahrscheinlichkeiten und einer naiven Intervallarithmetik.



289

und
2 2 2
Plag, M)=n-s+(1—n)-5=1
3 3
2 2 1
d(ay, M) ><I>(a3,/\/l)<:>§>1—§n = 1>

Die ambiguititsaversen Personen (n > %) bevorzugen a; vor as und ay

vor as, die ambiguitatstreudigen as vor a; und az vor ay. Damit sind
genau die am haufigsten geaulerten Préaferenzen, die ja der klassischen

Wahrscheinlichkeitsrechnung widersprochen haben, geeignet modelliert.
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2.4.8 Verallgemeinerter Erwartungsnutzen als Mittelweg

Die  Intervallwahrscheinlichkeit ~ und  der  daraut  autbauende
verallgemeinerter Erwartungsnutzen wurde als Mittelweg zwischen Bayes-
und Maximin-Sicht motiviert. In der Tat gilt der folgende Satz:
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Satz 2.14 (Klassische Entscheidungskriterien als Extrempole I)

In der Situation von Det. 2.17 gilt:

a) Herrscht ideale Stochastizitét, ist also M = {7} (einelementig), so gilt:
Eine Aktion a* € A ist genau dann optimal im Sinne der in Definition
2.11 genannten Kriterien, wenn a* Bayes-Aktion (im klassischen Sinn
von Kapitel 2.2) zu m(+) ist.

b) Herrscht Unsicherheit i.e.S., besteht M also aus allen klassischen
Wahrscheinlichkeiten auf (6, 0(©)), so gilt:
Eine Aktion a* € A ist genau dann Max E Min Aktion zu M,
wenn a® Maximin-Aktion im Sinne von Kapitel 2.1 ist, und optimale
Aktion zu M bei der Vorsicht n, wenn a* Hurwicz-Aktion zum
Optimismusparameter 1 — 1 im Sinne von Kapitel 2.3 ist.
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Es lassen sich dhnliche Aussagen fiir die E-Zuléssigkeit treffen:

Proposition 2.15 Klassische Entscheidungskriterien als
Extrempole 11

i) Herrscht in der Situation von 2.17 ideale Stochastizitét, ist also M =
{m} (einelementig), so gilt: Die Menge der E-zuldssigen Aktonen zu M
ist identisch zu der Menge der Bayes-Aktionen zu 7(-).

ii) Herrscht Unsicherheit i.e.S., besteht M also aus allen klassischen
Wahrscheinlichkeiten auf (0,0(0)) und ist A konvex, so gilt mit
M= = {n(-) € M|rn(-) > 0} : a* € A ist genau dann zulédssig (im
Sinne von Kapitel 2.0), wenn a* E-zulassig zu M™ ist.
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Proposition 2.16

In der Situation von Definition 2.89 gilt bei endlichem ©: Jede optimale
Aktion zur Verallgemeinerten Priori-Bewertung M und Vorsicht n ist
auch E-zulassig.

~

) > O(a, ) fir m, = (n-7({Y,}) + (1 —n)7({¥;}) und somit ist
®,(a*, M) > ®,(a, M),Va € A, auch ®(a*) > P(a),Va € A,
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2.4.9 Berechnung optimaler Aktionen tiber die
Extremalpunktmenge

Die Tatsache, dass gemall Bem. 2.83 auf endlichen Raumen Intervall-
Wahrscheinlichkeiten und weitere typische Credalmengen konvexe Polyeder
sind, ist fiir die konkrete Berechnung optimaler Aktionen sehr
hilfreich, denn sie erlaubt den Riickzug auf die endlichen, nichtleeren
Extremalpunktmenge.

Satz 2.17 (Berechnung verallgemeinerter Erwartungsnutzen)

Gegeben sei ein datenfreies Entscheidungsproblem (A, ©,u(-)), und eine
Verallgemeinerte Priori- Bewertung, also eine Intervallwahrscheinlichkeit
[1(-) mit Struktur M # () oder eine Credal-Menge M # ) auf (6, 0(0)),
die zusétzlich die Bedingungen von Bem. 2.83 erfiillt. Dann gilt mit £(M)
als Extremalpunktmenge:



295

E = ' Y o
Eu(a) i 2 u(a, d;)m({v;})
und
E = Y T ).
u(a) Wg%ﬁ) - u(a, ])u({ ]})
Bem. 2.18

e Dieser Satz ist eigentlich ein Korollar zu Satz 1.211.20 aus Kapitel 1.
wenn man sich an Bemerkung 2.83 erinnert, demzufolge Strukturen und
entsprechende Credalmengen konvexe Polyeder bilden.

e Zur Berechnung des verallgemeinerten Erwartungsnutzen brauchen also
nur endlich viele klassische Erwatungswerte bestimmt werden.
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Bsp. 2.19 (Investitionsproblem)

Gegeben sein das Investionsproblem (vgl. das Beispiel aus Abschnitt 1.3.4)

v v Vs
a; | 10000 2000 -15000
az| 1000 1000 0

und  eine  Experteneinschatzung in Form  einer  ordinalen
Wahrscheinlichkeit, d.h. der Experte ordnet nur die Umweltzustande nach
der Wahrscheinlichkeit ihres Eintretens. Gegeben sei die Credalmenge

M =A{r()|r({th}) = 7({a}) = 7({Is})}-
Berechne die Max E Min-Aktion!
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M besteht aus linearen Restriktionen, die sich aus der ordinalen
Wahrscheinlichkeitsbewertung ergeben, z.B.

m({0;,}) 2 7({0;,}) <= 0 < w({¥;,}) — 7({0;,}),
und den trivialen Bedingungen:
0 < W({ﬁj}) < 1
m({U1}) + 7({02}) + 7({Us}) = 1,
also ist M in der Tat ein konvexes Polyeder.

Berechnet man die Extremalpunktmenge £(M), so ergibt sich (siehe z. B.
Kofler)
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(

Q|

(1) (%)

N0/ \o) \

Wl
N

).

W=

Damit ist bel a4

m

Epvu(a) = inf Bru(a)) = min ; u(ay, 9;)m({9;})

1 1 1
= min (10000 -1+ 0; 10000 - 5 + 2000 - 5 + 0; 5(10000 + 20000 — 15000))
= min (10000; 6000; —1000) = —1000.
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und fir as

TeM reE(M

Evu(az) = inf E u(ay) = mm Zu az, ¥;)m({9,})
7=1

1 11
— min (1000 131000 - 2+ 1000 - 2: (1000 + 1000 + 0))

2000
3

E vu(ay) = Werg%}”\l/l) E u(a;) < Wgr%g\l/l) E u(as) = Eu(as).

Also ist a, Max E Min-Aktion.
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Bem. 2.20 (Praktische Berechnung)

e Bei grofieren Problemen ist die Berechnung der Extremalpunktmenge
durchaus aufwendig, aber es gibt spezielle Algorithmen (aus der

,computational geometry”, die mittlerweile auch in R verwendbar
sind). !

e Die Berechnung von E u(a) und E yqu(a) fiir festes a € A kann effizient
mit linearer Optimierung erfolgen (vgl. Bem. 2.83 und Bem. 2.87).
In vielen Modellen kann auch aut die Darstellung iiber das Choquet-
Integral zurtlickgegriffen werden, das eine explizite Berechnungstormel
liefert. Man kann ferner sogar zeigen, dass sich die Berechnung der Max
E Min optimalen randomisierten Aktionen auf ein einziges lineares
Optimierungsproblem zuriickfiihren lisst.'

1ygl. das RCDD-Package (Geyer and Meeden, 2013, CRAN) als Interface fiir Fukudas ,,cdd-Bibliothek*.
14Vgl. Utkin & Augustin (2005, Proceedings of the Fourth International Symposium on Imprecise Probabilities and
Their Applications), wo auch Algorithmen fiir die anderen Kriterien entwickelt werden.



